
  

  
  
  

  

  مدار منطقي



١  و کدگذاریسيستم دودويی: فصل اول

  

  وتر و سيستم های دیجيتالیمپٻ کا-١-١

وتر های دیجيتال بسياری از ، پيشرفت های علمی ، صنعتی و تجاری را که بهمپٻکا

کامپيوتر ها در محاسبات علمی ،. صورت دیگر قابل دسترس نبودند ممکن ساخته اند

 ، هدایت فضایی ، زمينه هایپردازش داده های تجاری ، کنترل ترافيک هوایی

 می تواند ازکامپيوتر. فرهنگی و موارد بسيار دیگری مورد استفاده قرار گفته اند

مجموعه ای دستورالعمل های بنام برنامه که روی داده های مفروض عمل می کنند

استفاده کننده قادر است تغييرات گوناگونی را در برنامه ، داده ها و یا. تبعيت نماید

به دليل این انعطاف پذیری می توان نتيجه.  ایجاد کندهر دوی آنها ، بر حسب نياز

گرفت که کامپبوتر دیجيتال همه منظوره قادر هستند وظایف پردازش اطلاعات را در یک

  . محدوده وسيع و متنوع به انجام برساند

یک کامپيوتر دیجيتال همه منظوره ، شناخته شده ترین نمونه از یک دستگاه دیجيتال

یک سيستم دیجيتال ، توانایی اش در دستکاری اجزای گسستهمشخصه. است

کامپيوتر های دیجيتال اوليه بيشتر برای محاسبات عددی مورد. اطلاعاتی است

عبارت. در این حالت اجراء گسسته ، ارقام هستند. استفاده قرار می گرفتند

ش اطلاعاتسيستم پرداز. کامپيوتر دیجيتال هم از همين کاربرد ناشی شده است

  .  مناسبتری  برای یک کامپيوتر دیجيتال باشدگسسته می تواند نام

اجزاء گسسته اطلاعات در یک سيستم دیجيتال را کميت هایی فيزیکی به نام

مثل ولتاژ و جریان های معمول ترینسيگنال می سازند ، که سيگنالهای الکتریکی

لکترونيکی امروز ، تنها دو مقدارسيگنال ها در تمام سيستمهای دیجيتال ا. هستند

به دليل قابليت اعتماد کمی که مدارهای. مجزا داشته و دودویی ناميده می شوند
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الکترونيکی چند مقداره دارا هستند ، طراح یک سيستم دیجيتال به استفاده از

به عبارت دیگر می توان با استفاده از ده ولتاژ. سيگنالهای دودویی مقيد است

ک مدار ده حالته را طراحی کرد اما این مدار از لحاظ عملياتی دارای قابليتمختلف ی

بر عکس ، یک مدار ترانزیستوری خاموش یا روشن دارای دو. اعتماد کمی می باشد

  . مقدار سيگنال بوده و می تواند با قابليت اعتماد زیادی ساخته شود

واحد حافظه ،.  داده شده استنشان) ١-١(بلوک دیاگرام کامپيوتر دیجيتال در شکل

واحد. برنامه ها ، داده های ورودی ، خروجی و داده های واسطه را ذخيره می کند

پردازشگر یا پردازنده وظيفه اجرای عمليات ریاضی و دیگر وظایف پردازش داده های را

واحد کنترل بر جریان اطلاعات. آنطوری که در برنامه مشخص شده است بعهده دارد

این واحددستورات را یک به یک از برنامه. بين قسمت های گوناگون نظارت می کند

ای که در حافظه ذخيره شده است بازیابی کرده و برای هر دستورالعمل ، پردازنده را

  . مطلع می نماید تا عمليات مشخص شده در آن دستور را اجرا کند

  

  وسایل ورودی

و کنترل

وسایل خروجی

و کنترل

واحد حافظه

واحد محاسبه
وپردازش

واحد کنترل
  

  

  

  

  

  

  
دیجيتالبلوک دیاگرام یک کامپيوتر)١-١(شکل
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ده کننده تهيه شده اند بوسيله یک دستگاههایی که توسط استفاهبرنامه ها و داد

یک دستگاه خروجی مثل. به واحد حافظه منتقل می گردندورودی مثل صفحه کليد

اده کنندهف شده را در اختيار استپچاپگر نتایج محاسبات را دریافت کرده و نتایج چا

دستگاههای ورودی و خروجی ، سيستم های دیجيتال بخصوصی. قرار می دهد

د که با قسمت های الکترو مکانيکی راه اندازی شده و بوسيله مدارهایهستن

  .الکترونيکی دیجيتال کنترل می شوند

همانطوری که  قبلاً اشاره شد کامپيوتر های دیجيتال روی اجزای گسسته اطلاعات

عملوندهای. عمل می کنند و این اطلاعات به شکل دودویی نمایش داده می شوند

اجزای. ر محاسبات ممکن است در دستگاه اعداد دودویی بيان شونددمورد استفاده

پردازش. گسسته دیگر مثل ارقام دهدهی به کدهای دودویی نمایش داده می شوند

داده ها با استفاده از اجزای منطقی دودویی که از سيگنالهای دودویی استفاده می

  . یی ذخيره می شوندکنند انجام می شود و مقادیر در المان های حافظه دودو

   اعداد دودودیی-١-٢

 صدتایی به٣ هزارتایی و به اضافه٧ مقداری معادل٧٣٩٢یک عدد در مبنای ده مثل

هزارگان ، صدگان و غيره.  یکی را نشان می دهد٢ ده تایی به اضافه٩اشافه

تر  به منظور دقت بيش. توانهایی از ده هستند که دلالت بر مکان ضرایب می کنند

: بهتر است به صورت زیر نوشته شود٧٣٩٢عدد

0102110921033107 ×+×+×+×

بهر حال قرار داد این است که فقط ضرایب را بنویسيم و با توجه به مکان آنها توانهای

بطور کلی یک عد با نقطه اعشار  در مبنای ده بوسيله ضرایب. ده را استنتاج نمایيم

  :ندبه صورت زیر نمایش داده می شو
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321,012345 −−− aaaaaaaaa

 ارزش مکانی آن رقم ولذا توانj بوده و مقدار اندیس٩ تا0 یکی ارقامکه ضریب

  . دهی که ضریب بایستی در آن ضرب شود را می دهد

ja

3
3102

2101
1100

0101
1102

2103
3104

4105
510 −

−+−
−+−

−++++++ aaaaaaaaa

 می باشد١٠ایهپبنا به تعریف گفته می شود که سيستم اعداد اعشاری از مبنا یا

چرا که ده رقم در آن استفاده می شود و ضرایب نيز در توانهایی از ده ضرب می گردند

ضرایب دستگاه اعداد دودودیی.  دودویی سيستم دیگری از اعداد است، دستگاه

j ضریب درa هر ضریب١ و٠: دارای دو ارزش ممکن می باشند
j2می شود  .

 همانطور که در زیر نشان داده١١٠١٠٫١١برای مثال معادل مبنای ده عدد دودویی

  .  در ضرایب بدست می آید٢ از ضریب توانایی از٢۶٫٧۵شده ريال عدد

75.26221121020121220321421 =−×+−×+×+×+×+×+×

 در ضرایب مربوطه اشr به صورت حاصلضرب توانهایrبطور کلی یک عدد در مبنای

  .  شودبيان می

mrmararaararanrnanrna −−+−
−+−

−++++−
−+ .2.2

1.1. 01
2.2...1.1.

aکه ضرایب .  هستند١- تا٠ بين  j

 رقم مورد نياز برای یک عدد ازr می باشد ، مرسوم است که١٠ کمتر ازrدر مبنای

وقتی مبنای عدد بزرگتر از ده است از حروف الفبا.دستگاه دهدهی گرفته می شود

در مبنای شانزده ، ده رقم اول از. ی استفاده می گرددبرای تکميل ارقام دهده

 به ترتيب به جای اعدادF,E,D,C,B,Aسيستم دهدهی گرفته شده و حروف
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مثالی از یک عدد در مبنای شانزده بصورت. بکار می روند ) ١۵٫١۴٫١٣٫١٢٫١١٫١٠( 

  زیر است ،

10)46687(1516521663161110)65( =+×+×+×=FB

ده تایی ، هشت تایی ، دودویی و دهدهی درشانزده عدد اول دستگاه اعداد شانز

  . آمده است ) ١-١(جدول

  اعداد با مبناهای متفاوت ) ١-١(جدول

شانزده تایی
   )١۶پایه( 

پایه( هشتایی  
٨(   

پایه( دودویی
٢(   

پایه( دهدهی
١٠(   

٠٠  ٠٠٠٠  ٠٠  ٠  
٠١  ٠٠٠١  ٠١  ١  
٠٢  ٠٠١٠  ٠٢  ٢  
٠٣  ٠٠١١  ٠٣  ٣  
۴  ٠۴  ٠  ٠١٠٠۴  
۵  ٠۵  ٠  ٠١٠١۵  
۶  ٠۶  ٠  ٠١١٠۶  
٠٧  ٠١١١  ٠٧  ٧  
٠٨  ١٠٠٠  ١٠  ٨  
٠٩  ١٠٠١  ١١  ٩  
A١٠  ١٠١٠  ١٢  
B١١  ١٠١١  ١٣  
C١۴  ١٢  ١١٠٠  
D١۵  ١٣  ١١٠١  
E١۶  ١  ١١١٠۴  
F١  ١١١١  ١٧۵  

  

  

 از همان قواعدی که برای اعداد دهدهی حاکم است پيرویrاعمال ریاضی با مبنای

 rبایست دقت کرد تا فقطستفاده می شود می ا١٠نای غير ازوقتی از مب. می کند

مثالهای از جمع ، تفریق و ضرب دو عدد.رقم مجاز آن مبنا مورد استفاده قرار گيرد

  :دودویی در زیر نشان داده شده است
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  مضاف  ١٠١١٠١   مفروق  ١٠١١٠١   مضروب١٠١١

  مضاف اليه  + ١٠٠١١١مفروق منه   -١٠٠١١١  مضروب فيه*١٠١  

  حاصل جمع  ١٠١٠١٠٠  باقيمانده  ٠٠٠١١٠    ١٠١١  

  ٠٠٠٠  

١٠١١  

  حاصل ضرب    ١١٠١١١

مجموع دو عدد دودویی طبق همان قوانين دستگاه دهدهی محاسبه می شود ، بجز

١ یا٠اینکه ارقام با ارزش حاصل جمع در تمام مکان های با معنی فقط می تواند

وسيله جفت رقم های مرتبههر رقم نقلی بدست آمده در مکانی مفروض ب. باشند

قوانين باز هم. عمل تفریق کمی پيچيده تر است. بالاتر مورد استفاده قرار می گيرد

٢همان قانونهای دهدهی هستند ، بجز اینکه رقم قرضی با ارزش مکانی داده شده

 واحد١٠یک رقم قرضی از دستگاه دهدهی ،. ( واحد به رقم مفروق اضافه می کند

ارقام مضروب فيه. عمل ضرب بسيار ساده است) فروق اضافه می کندبه رقم م

 و یا مساوری مضروب٠بنابراین حاصل ضرب های جزئی یا.  هستند٠ یا١هميشه

  . می باشند

   تبدیل مبنای اعداد-١-٣

 که مقدار ضرایبشان یک است به٢دودویی به وسيله جمع کردن توانهایی ازیک عدد

  : برای مثال. تبدیل می شودصورت دهدهی آن

10)375.10(322212322)011.1010( =−+−++=  
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  :در زیر  مثالی از تبدیل مبنای هشت به ده آمده است

10)5.408(184832863)4.630( =−×+×+×=

در تبدیل مبنای ده به دو یا به هر مبنای دیگر راحت تر است که قسمت صحيح و

  . بدیل کنيمقسمت اعشاری عدد را جدا کرده و هر کدام را به طور جداگانه  ت

  . را به دودویی تبدیل کنيد۴١ عدد-١-١مثال

.  بدست آید٢/١ و باقيمانده٢٠ تقسيم شده تا خارج قسمت٢ بر حسب۴١ابتدا

. خارج قسمت مجدداً تقسيم شده تا خارج قسمت و باقيمانده جدیدی حاصل گردد

حيح به دستاین روال به همين صورت تا زمانی ادامه می یابد که خارج قسمت ص

ضرایب عدد دودویی مطلوب به صورت زیر از باقيمانده ها بدست می. آمده صفر شود

  . آیند

خارج قسمت صحيح    باقيماندهضریب عدد دودویی

10 =a  
2
1  

+  20
2
41=

01=a

  

  ٠  +  10
2
20 =

02 =a

  

  ٠  +  5
2
=

13=a

10  

  
2
1  +  2

2
5=

04 =a

  

  ٠  +  1
2
2 =

15 =a

  

  
2
1  +  0

2
1 =

2)101001(2)012345(10)41

  

جواب : ) == aaaaaa
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  :روال ریاضی فوق می تواند بصورت مناسبتری بصورت زیر عمل شود

خارج قسمت
  صحيح  باقيمانده  
      ۴١  

٢٠  ١  
١٠    ٠  
٠     ۵  
٢      ١
١         ٠  
٠         ١  

  ١٠١٠٠١=جواب

 شبيه به مثال مذکور است بجز اینکه تقسيمrتبدیل اعداد صحيح دهدهی به مبنای

  .  صورت گيردr بر٢ت به جایمی بایس

  . را به مبنای هشت ببرید١۵٣عدد : -١-٢: مثال

  ١۵٣  

(231)8= 

١٩    ١  
٢    ٣  
٠    ٢  
    

  . را به مبنای دو ببرید) عدد-١-٣: مثال
10)6875.0

    صحيح    کسری  ضریب

11=−a=   ٠٫٣٧۵١  +  ٠  ×26875.0

02 =−a=

  

  ٠٫٧۵٠  +  ٠٠  ×23750.0
13=−a=

  

  ٠٫۵١  +  ٠٠٠  ×27500.0
14 =−a=

  

  ١  +  ٠٫٠٠٠٠  ×25000.0

21011.0(2)4321.0(10)6875.0

  

=−−−−=  جواب :) aaaa

  

 ، روش مشابهی انجامrیهبرای تبدیل یک عدد کسری از مبنای ده به یک عدد در پا

  . می شود
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 انجام می گردد و ضرایب حاصل از قسمتهایr ، ضرب در٢فقط به جای ضرب در

  .  باشندr-١ تا٠ در محدوده بين١ و٠صحيح می توانند به جای

513.0(_10  . را به مبنای هشت ببرید)عدد : ١-۴: مثال

8)...406517.0(10)513.0 =

2)1011.101001(10)6875.41( =

8

872.78984.0
984.18248.0
248.58656.0
656.68832.0
832.08104.0
104.48413.0

=×
=×
=×
=×
=×
=×

  .  تا هفت رقم با معنی ، از قسمتهای صحيح حاصل ضرب ها بدست می آیدجواب

(  

تبدیل اعداد دهدهی که دارای هر دو قسمت صحيح و کسری هستند به این صورت

انجام ميگيرد که هر قسمت بطور مجزا تبدیل شده سپس جوابها با هم ترکيب می

  :  داریم١-٣ و١-١ثالبا استفاده از نتایج م. شوند

  

  : نيز داریم١-۴ و١-٢از مثالهای

8)406517.231(10)513.153( =

   اعداد مبنای هشت و شانزده١-۴

تبدیل از مبنای دو به مبنای هشت و شانزده و بالعکس نقش مهمی در کامپيوترهای

32چون. دیجيتال دارد 2 و= 164  است ، هر رقم در مبنای هشت مطابق سه رقم=

تبدیل مبنای دو به. دودویی و هر رقم بر مبنای شانزده ، چهار رقم دودویی است

هشت به سادگی با تقسيم عدد دودویی به دسته های سه تایی از نقطه اعشاری
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ن اعداد یک رقم درای صورت می گيرد و به هر دسته ازدودویی به سمت چپ و راست

  : مثال زیر نشان دهنده روند مربوطه است. مبنای هشت نسبت داده می شود

8)7406.26153(2)6
110

0
000

4
100

7
111.

3
011

5
101

1
001

6
110

2
10 =(  

تبدیل از مبنای دو به مبنای شانزده نيز مشابه با روند بالا است ، با این تفاوت که عدد

  . دودویی به دسته های چهارتایی از ارقام تقسيم بندی  می شوند

16)2.62(2)2
001011111011

6
01101100

2
10( FBC

FBC
=  

 متناسب با هر دسته از ارقام دودویی ، بعد از٩هشت( هر عدد در مبنای شانزده

  . به سادگی تعيين می شود) ١-١(مطالعه مقادیر ثبت شده در جدول

دو با روشی عکس روش بالا صورت میتبدیل از مبنای هشت یا شانزده به مبنای

. به چهار رقم معادل در مبنای دو تبدیل می شودهر رقم در مبنای شانزده. گيرد

خود تبدیل میبطور مشابه هر رقم در مبنای شانزده به معادل دودویی چهار رقمی

  :این مطلب در مثال زیر تشریح شده است. گردد
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عددکارکردن با اعداد دودویی به دليل اینکه تعداد ارقامشان سه یا چهار برابر

١١١١١١١١مثلاً عدد دودویی. ( معادلشان در مبنای ده می باشد مشکل است

با این وجود کامپيوترهای دیجيتال از اعداد.  است۴٠٩۵ معادل عدد دهدهی١١١١

دودویی استفاده می کنند و گاهی نيز لازم است که اپراتور و یا استفاده کننده

یک راه برای نگهداری. ين ارتباط برقرار کند به وسيله اعداد دودویی با ماشمستقيماٌ

سيستم دودویی در کامپيوتر که ضمناً تعداد ارقام را نيز کاهش می دهد ، این است
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که از ارتباط بين سيستم اعداد دودویی و سيستم هشت تایی یا شانزده استفاده

یی فکربا این روش انسان می تواند بر حسب اعداد مبنای شانزده یا هشت تا. شود

کرده و در مواقعی که ارتباط مستقيم با ماشين لازم است تبدیل لازمه را با بازدید

 که دارای١١١١١١١١١١١١به این ترتيب عدد دودویی. کردن این اعداد انجام دهد

 بيان می شود و یا در٧٧٧٧دوازده رقمن است در مبنای هشت به صورت چهار رقم

در  مورد( در ارتباطات بين مردم. خواهد بودFFFممبنای شانزده به صورت سه رق

نمایش اعداد در مبناهای هشت و شانزده مطلوب تر) اعداد اردودویی در کامپيوتر

 تعداد ارقام۴/١ یا٣/١است زیرا که در این مبناها اعداد به صورت کوچکتری با

  . معادلشان در دودویی قابل نمایش هستند

   مکمل ها-١-۵

ا در کامپيوترهای دیجيتال برای ساده کردن عمل تفریق و یا عمليات منطقیمکمل ه

یکی:  دو نوع مکمل برای هر سيستم وجود داردrدر هر مبنای. به کار می روند

 rفرم اول به مکمل. مکمل مبنا یا پایه و دیگری مکمل مبنا یا پایه کاهش یافته است

 پایه را جایگزین کنيم ، برایقتی مقدارو. موسوم است )  r-١(و دومی به مکمل

  .  را خواهيم داشت٩ و١٠ برای اعداد مکمل های١ و٢اعداد دودویی مکمل های

  مکمل در پایه کاهش یافته

Nمربوط به ) r-١( رقم است ، مکملn که دارایr در مبنا یا پایهNبرای عددی مانند

Nnrبصورت −−  ، مکملr -١ =٩ وr = ١٠برای اعدادی با. د تعریف می شو)1(

Nn برابر است باN برای عدد٩ −−  که١ برابرست با یک عددn١٠عدد . )110(

n١بهمين ترتيب.  بدنيال آن آمده است٠ عدد-nبرابرست با١٠ nمثلاً اگر . ٩ عدد
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۴=n4 باشدداریم 1000010 10و= 999914  یک عدد٩ دیده می شود که مکمل−=

  . به چند مثال عددی توجه کنيد.  حاصل می شود٩دهدهی از تفریق هر رقم آن از

   برابرست با۵۴۶٧٠٠ عدد٩مکمل

۴۵٣٢٩٩=۵۴۶٩٩٩٩٩٩-٧٠٠  

   برابرست با٠١٢٣٩٨ عدد٩مکمل

٩٨٧۶٩٩٩٩٩٩-٠١٢٣٩٨=٠١  

   برابرست باn عدد١لذا مکمل است ،r-١=١ وr=٢برای اعداد دودویی ،

n–)١-nمجدداً) . ٢nبدنبال آن٠ و تعدادی١ از یک عدد دودویی متشکل از یک٢ 

 باشد داریمn=۴مثلاً اگر.  نشان داده می شود١ عددn نيز بوسيلهn٢ -١. است  

2 و
2)

111114 10000.   (42 ==−

.  حاصل می شود١ها و به٠ها به١تبدیل یک عدد دودویی از١مکمل

  ٠١٠٠١١١ برابرست با١٠١١٠٠٠ عدد١مکمل

  ١٠١٠٠١٠ برابرست با٠١٠١١٠١ عدد١مکمل

معادل ( F یا٧اعداد مبنای هشت و شانزده به ترتيب از تفریق ارقام از ) r-١( مکمل

  . حاصل می شود)  دهدهی١۵

   rمکمل پایه

٠و بصورتN#0 به ازایrn-N بصورتr در مبنایNمانند رقمیn یک عددrمکمل

ملاحظه می ) r-١(با مقایسه این نوع مکمل با مکمل.  تعریف می شودN=٠به ازای

زیرا. حاصل می شود ) r-١( با مکمل١ از جمعrشود که مکمل

1])1[( +−−=− NnrNnr٢٣٨٩د دهدهی مانند یک عد١٠بنابراین مکمل.  است

.  حاصل گردیده است٩ به مقدار مکمل١ و با افزودن٧۶١٠+١=٧۶١١برابراست با
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 با مکمل١ و از جمع٠١٠٠١١+١=٠١٠١٠٠ برابر است با١٠١١٠٠مکمل عدد دودویی

  .  عد حاصل شده است١

 شده است ، مکمل بدنيال آن ساخته٠ عددn و١عددی است که با یک10چون

 یعنیNعدد

n

Nn  های کم ارزشتر و کسر اولين رقم غير٠ نيز با تغيير ندادن10−

  .  حاصل می شود٩ و تفریق تمام ارقام با ارزشتر از١٠صفر از

  ٩٨٧۶٠٢ برابرست با٠١٢٣٩٨ عدد١٠مکمل

  ٧۵٣٣٠٠ برابرست با٢۴۶٧٠٠ عدد١٠مکمل

٩ در کم ارزش ترین مکان و تفریق بقيه ارقام از١٠ از٨د از تفریق اولين عد١٠مکمل

 با ارزش٠دومين عد بدین فرم حاصل شده که دو عدد١٠مکمل. حاصل شده است

  .  کسر شده است٩ و سه رقم دیگر از١٠ از٧کمتر بدون تغيير مانده درحاليکه

١ های کم ارزش تر و اولين٠ دمی تواند با بدوت تغيير گذاردن٢بطور مشابه مکمل

 در سایر ستون های ارقام با ارزشتر بدست١ ها با٠ها یا١پس از آنهاو جایگزینی

  . آید

  ٠٠١٠١٠٠برابرست با١١٠١١٠٠ عدد٢ مکمل

  ١٠٠١٠٠١برابرست با٠١١٠١١١ عدد٢مکمل

س از آنها پ١ با ارزش کمتر و نيز اولين٠ اولين عدد با بدون تغيير گذاشتن دو٢مکمل

.  در چهار ستون باقيمانده حاصل شده است١ ها با٠ و٠ ها با١و سپس جایگزینی

 و مکمل نمودن بقيه ارقام بدست آمده١ با تغيير ندادن کم ارزش تری٢دومين مکمل

  . است

را ) r-١( وr دارای مميز باشد باید آن را موقتا حذف و مکمل هایNاگر عدد اوليه

همچنين ذکر. سپس آن را به همان مکانی نسبی عدد مکمل بازگرداند. بدست آورد
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این نکته که مکمل مربوط به مکمل یک عدد همان اوليه را نتيجه می دهد مفيد بنظر

مکمل مربوط به این مکمل برابرست باN- rn برابرست باN عددrمکمل. می رسد

NNnrnr =−− )(

nr

  . ت که همان عدد اوليه اس

  تفریق به کمک مکمل ها

  .  بطریق زیر صورت می گيردr در پایهM-N رقمی بدون علامتnتفریق دو عدد

   اضافه کنيد یعنیN مفروق منهr را به مکملM مفروق-١

NMNnrM −−=−+ )(  

NM ≥ م پوشی توليد می کند که چشrn باشد ، جمع یک رقم نقلی نهایی اگر-٢

  .  استM-Nمی شود ، آنچه باقی می ماند

NM اگر-٣  باشد ، جمع هيچگونه رقم نقلی نهایی توليد ننموده وجواب>

)( MNnr برای یافتن جواب بفرم معمول. است) M-N( عددr می باشد که مکمل−−

  . منفی در جلو آن قرار می دهيم حاصل جمع را بدست آورده و یک علامتr، مکمل

  .  را بدست آورید٧٢۵٣٢–١٠،٣٢۵٠با استفاده از مکمل : ١-۵مثال

٧٢۵٣٢   =M

N عدد١٠مکمل=   +٩۶٧۵٠

  حاصل جمع=   ١۶٩٢٨٢

  ١٠۵حذف رقم نقلی=   -١٠٠٠٠٠

  جواب=   ۶٩٢٨٢

  

ن هر دو عددچو. چهار رقم است فقط دارایN دارای پنج رقم ولیMدقت کنيد که

  . نوشته می شود٠٣٢۵٠باید دارای تعداد ارقام برابر باشند ، پس باید بصورت
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  .  را بدست آورید٣٢۵٠-٧٢۵٣٢ ،١٠با استفاده از مکمل : ١-۶مثال

٠٣٢۵   =M

  N عدد١٠مکمل=   +٢٧۴۶٨

  حاصل جمع=   30718

  رقم نقلی وجود ندارد  

  وابج : - )٣٠٧١٨ عدد١٠مکمل= (-۶٩٢٨٢

  . است ، جواب منفی است٣٢۵٠ > ٧٢۵٣٢توجه کنيد چون

:  ، تفریق هایY = ١٠٠٠٠١١ وX=١٠١٠١٠٠با فرض دود عدد دودویی : ١-٧مثال

  . بدست آورید٢ را با استفاده از مکملY-X ) ب( وX-Y) الف( 

١٠١٠١٠٠   =X

  Y عدد٢مکمل=   +٠١١١١٠١

  حاصل جمع=   ١٠٠١٠٠٠١

  ٢٧ حذف شدهرقم نقلی=   -١٠٠٠٠٠٠٠

  X-Yجواب=   ٠٠١٠٠٠١

١٠٠٠٠١١   =Y

X عدد٢مکمل=   +٠١٠١١٠٠

  حاصل جمع=   ١١٠١١١١

  رقم نقلی وجود ندارد  

  جواب : Y-X = - )١١٠١١١١ عدد٢مکمل = ( -٠٠١٠٠٠١
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بخاطر. نيز انجام شود ) R-١(تفریق اعداد بدون علامت می تواند با استفاده از مکمل

به این علت ، نتيجه جمع.  استrیکی کمتر از مکمل ) R-١(بياورید که مکمل

مفروق به مکمل مفروق منه حاصل جمعی توليد می کند که یکی کمتر از تفاضل

حذف رقم نقلی نهایی و افزودن آن به. صحيح بهنگام رخداد رقم نقلی نهایی است

  .حاصل جمع بنام رقم نقلی چرخشی خوانده می شود

  .  تکرار کنيد١ده از مکملفا را با است١-٧ثالم : ١-٨مثال

  )الف( 

١٠١٠١٠٠-١٠٠٠٠١١=X-Y  

١٠١٠١٠٠   =X  

  Y عدد١مکمل=    +٠١١١١٠٠

  حاصل جمع=   ١٠٠١٠٠٠٠

  رقم نقلی چرخشی=   ب           ١+

٠٠١٠٠٠١   =X-Y : جواب  

  )ب( 

١٠٠٠٠١١-١٠١٠١٠٠=Y-X  

١٠٠٠٠١١   =Y  

  X عدد١کملم=    +٠١٠١٠١١

  حاصل جمع=   ١١٠١١١٠

  وجود نداردرقم نقلی  

  جواب: Y-X= - )١١٠١١١٠ عدد١مکمل ( =  -٠٠١٠٠٠١
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.  از حاصل جمع بدست آمده است١توجه کنيد که نتيجه منفی پس از گرفتن مکمل

روش رقم نقلی چرخشی برای تفریق اعداد.  در بالا بکار رفته است١زیرا مکمل

  .  نيز قابل استفاده است٩دهدهی بدون علامت با مکمل

  

   اعداد دودودیی علامت دار١-۶

 ها باید هر چيزی را با ارقام دودیی نشان دهندبعلت محدودیت سخت افزار ، کامپيوتر

معمول است که سمت چپ ترین بيت. ، که معمولاً این ارقام بيت ناميده می شوند

٠قرار این است که اعداد مثبت را با گذاشتن. عدد را به علامت اختصاص می دهند

  . در محل بيت مزبور نشان دهند١و اعداد منفی را با گذاشتن

+ ٩و یا) دودویی بدون علامت ( ٩ می تواند بعنوان٠١٠٠١، رشته بيت هایمثلاً

رشته بيت.  است٠در نظر گرفته شود زیرا سمت چپترین بيت) دودویی علامت دار( 

 تو بهنگام٢۵ ، هرگاه بعنوان عدد بدون علامت در نظر گرفتنه شود برابر١١٠٠١های

 وجود دارد که بيانگر١مکان عدد رقم. د را نشان می ده٩علامت دار بودن برابر

معمولاً اگر نوع عدد.  را نشان می دهد٩منفی بودن عدد و بقيه چهار بيت عدد

  . مشخص باشد هيچگونه اشتباهی در تشخيص وجود نخواهد داشت

 علامت ناميده می–نمایش اعداد علامت دار در آخرین مثال فوق ، نمایش مقدار

برای ) ١ یا٠(یا یک بيت ) -یا(+ اری عدد شامل مقدار و یک نماددر ین نامگذ. شود

این روش مورد استفاده اعداد علامت دار در ریاضيات. مشخص نمودن علامت است

وقتی که اعمال ریاضی در یک کامپيوتر پياده سازی می شوند ، بهتر. معمولی است

رائه اعداد منفی استفاده علامت برای ا–است از روش دیگری بنام سيستم مکمل

در. در این سيستم ، یک عدد منفی بوسيله مکمل آن مشخص می شود. شود
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 علامت ، عد را با تغيير علامتش منفی می نماید ، سيستم–حاليکه سيستم مقدار

چون اعداد مثبت.  علامت با مکمل سازی ، منفی آن را تهيه می نماید–مکمل

١سمت چپشان شروع می شوند ، مکمل آنها هميشه بادر) مثبت ( ٠همواره با

 علامت می تواند–سيستم مکمل. آغاز خواهند شد ، این نشانگر عدد منفی است

  .  مرسوم تر است٢ولی مکمل.  استفاده نماید٢ یا١از مکمل  

.  بصورت دودویی با هشت بيت نشان داده شده باشد٩بعنوان مثال ، فرض کنيد عدد

 در سمت چپ ترین امکان از هشت بيت و بدنبال آن معادل دودویی٠يله یکبوس+ ٩

توجه داشته باشيد که تمام.  خواهد بود٠٠٠٠١٠٠١ ، نشان داده می شود و نتيجه٩

 از سمت١ ها از محل علامت تا اولين٠هشت بيت باید مقدار داشته باشد ، بنابراین

وجود دارد ، برای نمایش+ ٩ برای نمایشهر چند که فقط یک راه. چپ وارد شده اند

  : با هشت بيت سه روش موجود است-٩

  ١٠٠٠١٠٠١ علامت–در نمایش مقدار

  ١١١١٠١١٠ علامت-١در نمایش مکمل

  ١١١١٠١١١ علامت-٢در نمایش مکمل

و با تغيير بيت علامت در سمت چپ ترین مکان+ ٩ از-٩ علامت ،–در سيستم مقدار

 را با مکمل کردن تمام-٩ علامت ،-١در سيستم مکمل.  می شود حاصل١ به٠از

 علامت ،-٢در سيستم مکمل. از جمله بيت علامت بدست می آوریم+ ٩بيت های

  . عدد مثبت و از جمله بيت علامت بدست می آوریم٢ را از مکمل-٩

ر بکار علامت در ریاضی معمولی بکار می رود ، ولی وقتی کامپيوت–سيستم مقدار

 علامت بکار–بنابراین معمولاً درکامپيوتر  روش مکمل. رود مشکلاتی به همراه دارد

 نيز مشکلاتی را ایجاد می نماید و بندرت برای اعمال١مکمل. گرفته می شود



١٩  و کدگذاریسيستم دودويی: فصل اول

 برای اعمال١مکمل. ، بجز در کامپيوتر های قدیمی استفاده می شودریاضی

 معادل با یک مکمل سازی٠ به١ و یا به١ به٠منطقی مفيد است چون تبدیل

روش مشابهی به سيستم.. منطقی است که در فصل بعدی نشان داده خواهد شد

 علامت قابل اعمال است و در ان رقم نقلی چرخشی ، همچون اعداد بدون-١مکمل

  .می شودعلامت ، نيز منظور

  جمع حسابی

. ن معمولی ریاضی تبعيت می نماید علامت از قواني–جمع دو عدد در سيستم مقدار

اگر علامتها یکسان باشند ، دو مقدار را به هم اضافه می کنيم تا مجموع با علامت

اگر علامتها مختلف باشند ما مقدار کوچکتر را از بزرگتر کم می. مشترک را بدهد

  کنيم و علامت مقدار را بر می گزنيم مثلاً ،

  12)2537()37()25( −=−−=−++

 بعنوان٣٧ کم شده و علامت٣٧ از٢۵ ترتيب انجام شده که مقدار کوچکترو بدین

این روند به مقایسه علامتها و سپس اجرای جمع یا. جواب بکار رفته استعلامت

 علامت قابل اعمال–روش مشابهی به اعداد دودویی در فرم مقدار. تفریق نياز دارد

 علامت مقایسه یا تفریقی را احتياج–برعکس ، قانون جمع در سيستم مکمل. است

  . ندارد بلکه فقط جمع مورد نياز است

 نشان داده شده اند٢جمع دو عدد دودویی علامت دار با اعداد منفی که بفرم مکمل

رقم منفی. از جمع دو عدد حاصل می شود که بيت علامتشان نيز منظور می گردد

٢ع اگر منفی باشد بصورت مکمل می باشند و حاصل جم٢ بصورت مکملدر ابتدا

.است
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١١١١١٠١٠           ۶-                    ٠٠٠٠٠١١٠          ۶+  

٠٠٠٠١١٠١                 +١٣           ٠٠٠٠١١٠١           

٠١٣+  

١٩          ٠٠٠١٠٠١١+                   ٧           ٠٠٠٠٠١١١+  

  

١١١١١٠١٠          ۶-                     ٠٠٠٠٠١١٠          ۶+  

١٣          ١١١١٠٠١١                    -١٣         ١١١١٠٠١١-  

٧           ١١١١١٠٠١                    -١٩         ١١١٠١١٠١-  

برای یافتن یک جواب صحيح ، ما باید مطمئن باشيم که برای جا سازی جاصل جمع

 بيت را اشغالn+١ بيت آغاز کنيم و جمعnبا دو عدداگر. تعداد کافی بيت وچود دارد

سرریز کامپيوتر یک مسئله است زیرا تعداد بيت. کند گویيم سرریز رخ داده است

 واحد از حداکثر١هایی که عدد را نگه می دارند محدود است و اگر جواب به اندازه

  . بود بيت تجاوز کند قابل جای دهی نخواهدnمقدار قابل نگهداری در

  تفریق حسابی

 باشد بسيار ساده است و٢تفریق دود عدد علامت دار ، وقتی که بصورت مکمل

  . بصورت زیر بيان می گردد

با بيت( و آن را با مفروق) با بيت علامت(  مفروق منه را بدست آورید٢مکمل

   .  می گرددحذفرقم نقلی از مکان بيت علامت . دجمع کن) علامت

)()()()(
)()()()(

BABA
BABA

++±=−−±
−+±=+−±  

. ذیر استپ آن امکان٢اما تبدیل یک عد مثبت به منفی به سادگی با یافتن مکمل

عکس مطلب نيز صحيح است زیرا مکمل یک عدد منفی بفرم مکمل ، یک عد مثبت
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در دودویی با هشت. را ملاحظه کنيد) -۶ (–) -٣+ = ( ٧تفریق. توليد می نماید

 نوشته می شود و عمل تفریق با١١١١١٠١٠–١١١١٠٠١١بيت ، این تفریق بصورت

در دودویی. در می آید+) ١٣(بصورت) -١٣( مفروض منه٢بدست آوردن مکمل

با حذف رقم نقلی نهایی . ١١١١١٠١٠–٠٠٠٠١١٠١ = ١٠٠٠٠٠١١١برابرست با

  . است بدست می آید+) ٧( که همان٠٠٠٠٠١١١پاسخ صحيح

   کدهای دودویی١-٧

 جزء دودویی است و هرn رقمی را می توان با یک مدار که دارایnد دودویییک عد

سيستم های.  هستند ، نشان داد١ و یا٠کدام دارای یک سيگنال خروجی معادل

دیجيتال نه تنها اعداد دودویی بلکه بسياری از اجزاء گسسته اطلاعاتی دیگر را نيز

هر عنصر گسسته مستقل اطلاعاتی در. نمایش می دهند و روی آنها عمل می کنند

کدها باید. کد دودویی نشان داداز مقادیر را می توان با استفاده ازميان یک گروه

  .  ها می باشند١ ها و٠بصورت دودویی باشند زیرا کامپيوتر ها قادر به نگهداری

 رودوقتی که به همراه یک کد بکار می. یک بيت ، طبق تعریف یک رقم دودویی است

نمایش.  ها تصور می کنيم١ یا٠بهتر است که آن را به یک کميت دودویی برابر با

 بيت را می توانn بيت نياز دارد ، زیراn عنصر به صورت کد ، به حداقلn٢یک گروه از

هشت عنصر نيازمند یک کد سهبه عنوان مثال.  طریق مجزا در کنار هم قرار داد2nبه

 ،٠١١ ،٠١٠ ،٠٠١ ،٠٠٠زء آن فقط و فقط به یکی از ترکيباتبيتی است که هر ج

مثالهای فوق نشان می دهند که.  نسبت داده می شود١١١ و١١٠ ،١٠١ ،١٠٠

به دست ) n٢-١( بيتی را می توان با شمارش دودویی از صفر تاnترکيبات یک کد

 نباشد تعدادی٢ توانی ازوقتی که تعداد اجزای یک گروه اطلاعاتی دقيقاً معادل. آورد

 در دستگاهی٩،...  ،١ ،٠ارقام. از ترکيبات کدها را بلااستفاده باقی می گذاریم
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چهار بيت می تواند شانزده ترکيب مجزا را به. دهدهی مثالی از چنين گروهی است

وجود آورد اما از آنجایی که ده رقم را بيشتر نمی خواهيم کد گذاری کنيم شش

  . باقی مانده دیگر به کار گرفته نشده وبلا استفاده می ماندترکيب

ولی.  تاستn مقدار مشتمل ، مينيمم تعداد بيتها لازمn٢اگر چه برای کد کردن

مثلاً ده رقم دهدهی را. مقدار ماکزیمم برای تعداد بيتهای مورد استفاده وجود ندارد

قم دهدهی را به رقم دودویی نسبتمی توان با ده بيت به این صورت کد کرد که هر ر

 با این ترکيب بصورت۶در این کد گذاری ویپه رقم.  دارد١ تا صفر و یک٩بدهيم که

  .  نمایش داده می شود٠٠٠١٠٠٠٠٠٠

  کدهای دهدهی

از کنار هم قرار دادن. کدهای دودویی برای ارقام دهدهی حداقل چهار بيت لازم دارند

 ترکيب مستقل ممکن ، کدهای متعددی می توان به دستچهار بيت یا بيشتر در ده

  . تعدادی از این حالات ممکن نشان داده شده است) ١-٢(در جدول. اورد

 کدی است که در آن از معادل دودویی اعداد در مبنای ده مستقيماً استفادهBCDکد

.  دادبه بيتهای دودویی بر طبق مکانشان می توان وزن یا ارزشی نسبت. می شود

 برحسب ارزش بيتها نشان٠١١٠مثلاً کد.  است٨،۴،١،٢ ،BCDاین روش در کد

0چون:  دهدهی است۶دهنده رقم 61021418  همچنين می توان×+×+×+×=

در این حالت.  را به کد دهدهی تخصيص داد٨ ،۴،-٢،-١ارزشهای منفی به صورت

  : زیر محاسبه می گردد تفسير می شود و بطریق٢ ، عدد٠١١٠ترکيب

2)1(0)2(14180 =−×+−×+×+×
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 هستند که۵٠۴٣٢١٠ و٢۴٢١نشان داده شده اند ،لدو کد وزین دیگر که در جدو

این.  بوده است-٣دهدهی که در کامپيوتر های قدیمی به کار می رفته کد افزونی

  . د آن به دست می آیBCD با مقدار٣یک کد  غير وزین است ، و از جمع عدد

  کدهای دودویی برای ارقام دهدهی) ١-٢(جدول

  دوپنجی
   )BCD(  ٣-افزونی  ٨۴-٢-١  ٢۴٢١  ۵٠۴٣٢١٠

٨۴٢١  
رقم

  دهدهی
٠  ٠٠٠٠  ٠٠١١  ٠٠٠٠  ٠٠٠٠  ٠١٠٠٠٠١  
١  ٠٠٠١  ٠١٠٠  ٠١١١  ٠٠٠١  ٠١٠٠٠١٠  
٢  ٠٠١٠  ٠١٠١  ٠١١٠  ٠٠١٠  ٠١٠٠١٠٠  
٣  ٠٠١١  ٠١١٠  ٠١٠١  ٠٠١١  ٠١٠١٠٠٠  
٠١٠٠  ٠١١١  ٠١٠٠  ٠١٠٠  ٠١١٠٠٠٠  ۴  
٠١٠١  ١٠٠٠  ١٠١١  ١٠١١  ١٠٠٠٠٠١  ۵  
٠١١٠  ١٠٠١  ١٠١٠  ١١٠٠  ١٠٠٠٠١٠  ۶  
٧  ٠١١١  ١٠١٠  ١٠٠١  ١١٠١  ١٠٠٠١٠٠  
٨  ١٠٠٠  ١٠١١  ١٠٠٠  ١١١٠  ١٠٠١٠٠٠  
٩  ١٠٠١  ١١٠٠  ١١١١  ١١١١  ١٠١٠٠٠٠  

  

اعداد در کامپيوتر دیجيتال به صورت دودویی و یا به صورت دهدهی توسط یک کد

 به دودویی تبدیل می شود٣٩٢مثلاً وقتی که عدد. ددودویی نمایش داده می شون

همان عدد وقتی.  رقم دودویی است٩ به دست می آید که شامل١١٠٠٠١٠١١عدد

 نمایش داده می شود برای هر رقم دهدهی چهار بيت اشغال می گرددBCDبه فرم

   .٠٠١١١٠٠١٠١٠١که جمعاً دوازد بيت خواهد شد ، یعنی

ک عدد دهدهی به دودویی و کد گذاری دودویی همان عدددرک اختلاف تبدیل ی

 کد. استدر هر حالت نتيجه نهایی مجموعه ای از بيتها. دهدهی امر مهمی است

BCDبه عنوان کدی که به دو صورت مورد استفاده قرار می گيرد ، انتخاب شده

یل مستقيم باشد اطلاعاتی دودویی ، نتيجه تبد٩ الی٠مادامی که عدد بين. است

 باشد دیگر این تبدیل٩اعداد فوق به صورت دودویی است ولی اگر عدد بيش از
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این مفهوم. مفهومی ندارد و در این صورت تبدیل و کد گذاری با یکدیگر اختلاف دارند

معادل عدد. آنقدر اهميت دارد که تکرار یک مثال دیگر در مورد آن ارزشمند است

  .  می باشد٠٠٠١٠٠١١ ،BCD است و کد آن در١١٠١ به دودویی عدد١٣دهدهی

 طبيعی ترینBCDبه نظر می رسد که) ١-٢(از ميان پنج کد فهرست شده در جدول

کدهای دیگر چهار بيتی یک. کد برای استفاده بوده و در حقيقت معموليترین آنهاست

 و کد١،٢،۴،٢ و٣-کد افزونی.  یافت نمی شودBCDمشخصه مشترک دارند که در

 عدد دهدهی٩ کدهای خود مکمل هستند ، به این مفهوم که مکمل٨ ،۴ ،-٢ ،-١

 در مد٣٩۵مثلاً عدد.  ها بدست می آید٠ ها به١ها و١ها به٠به سادگی با تبدیل

 با۶٠۴ این عدد یعنی٩مکمل.  است٠٠١١١١١١١٠١١ به شکل٢،۴،١،٢

٠ ها و٠ ها با١ادگی از جایگزینی نمایش داده می شودکه به س١١٠٠٠٠٠٠٠١٠٠

این خاصيت زمانی که اعمال محاسباتی کامپيوتر با.  ها به دست می آید١ها با

٩صورت می گيرد و عمل تفریق با استفاده از مکمل) در کد دودویی( اعداد دهدهی

  .انجام می شود ، سودمند است

مثالی از یک کد هفت بيتی بانشان داده شده است) ١-٢(کد دو پنجی که در جدول

 ، که در١ و دو٠هر رقم دهدهی ، شامل پنج. خاصيت آشکار سازی خطا است

خاصيت آشکار سازی خطای این. ستونهای وزین مربوطه جای گرفته اند می باشد

 دودویی را با دو٠ و١کد زمانی قابل درک است که بدانيم سيستمهای دیجيتال

در طول انتقال این سطح ولتاژ یا. ستقل از هم نشان می دهندسطح ولتاژ یا جریان م

سيگنالها ، از یک محل به محل دیگر ، خطایی ممکن است اتفاق افتد و یک یا چند

 یا کمتر در١یک کدار در مقصد قادر است وجود دو و. بيت احتمالاً تغيير ارزش بدهد
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ه با ترکيب مجاز در کد یکساناگر ترکيب بيتهای رسيد. کد دو پنجی را آشکار کند

  . نباشد ، یک خطا محسوب شده و اطلاع داده می شود

  کد های آشکار  سازی خطا

اطلاعات دودویی ممکن است از یک مکان به مکان دیگر بکمک وسایل ارتباطی مثل

هر پارازیت خارجی که وارد وسایل فيزیکی. سيمها یا موجهای رادیویی انتقال یابند

معمول ترین روش خطایابی. تغيير می دهدعکسر و یا ب١ به٠ بيتها را ازشود ارزش

از پيامیک بيت توازن ، بيتی است اضافی که جزئی. ، استفاده از بيت توازن است

 ها در پيان زوج یا فرد گردد یک پيغام چهار بيتی١است سبب می شود که تعداد کل

اگر بيت توازن فرد. ان داده شده استنش) ١-٣( در جدولPبه همراه بيت توازن

ها در پنج بيت فرد باشد و١ طوری انتخاب می گردد که مجموعPانتخاب شده باشد

  .  ها زوج باشد١ طوری انتخاب شده تا مجموع همهPدر توازن زوج

  بيت توازن) ١-٣(جدول

   )a( پيام  P) فرد(   )b( پيام  P) زوج( 
٠٠٠٠  ١  ٠٠٠٠  ٠  
٠٠٠١  ٠  ٠٠٠١  ١  
٠٠١٠  ٠  ٠٠١٠  ١  
٠٠١١  ١  ٠٠١١  ٠  
٠١٠٠  ٠  ٠١٠٠  ١  
٠١٠١  ١  ٠١٠١  ٠  
٠١١٠  ١  ٠١١٠  ٠  
٠١١١  ٠  ٠١١١  ١  
١٠٠٠  ٠  ١٠٠٠  ١  
١٠٠١  ١  ١٠٠١  ٠  
١٠١٠  ١  ١٠١٠  ٠  
١٠١١  ٠  ١٠١١  ١  
١١٠٠  ١  ١١٠٠  ٠  
١١٠١  ٠  ١١٠١  ١  
١١١٠  ٠  ١١١٠  ١  
١١١١  ١  ١١١١  ٠  
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زن زوج در مبدا برای هر پيام توليد مییک بيت توا. نحوه خطایابی بدون شرح است

توزان در مقصد چک. بيت توازن همراه با پيام به سمت مقصد ارسال می شود. شود

زوج نبودن داده رسيده به معنی این است که حداقل یک بيت در ضمن. می گردد

این روش قادر است هر ترکيب فردی از تعداد خطا مانند. انتقال تعویض شده است

روش های. بيت را در هر پيام انتقال  یافته مشخص نماید... يير یک ، سه وتغ

  . تشخيص خطای اضافی دیگری برای یافتن خطاهای زوج لازم است

  )انعکاسی( کد گری

. سيستمهای دیجيتال فقط برای پردازش داده های گسسته طراحی می شوند

اطلاعات.. توليد می کنندکی داده خروجی پيوستهيبسياری از دستگاههای فيز

. پيوسته یا آنالوگ بوسيله مبدل آنالوگ به دیجيتال به فرم دیجيتال تبدیل می شوند

، جهت نمایش داده) ١-۴(گاهی اوقات استفاده از کد گری نشان داده شده در جدول

  . های دیجيتال تبدیل شده از داده های آنالوگ معمولتر است

اد دودویی محض این است که وقتی از یک عدد به عددمزیت کد گری نسبت به اعد

 ، کد گری از٨ به٧مثلاً در رفتن از. بعدی می رویم فقط یک مزیت بيت تغيير می کند

١ به٠دیده می شود که فقط سمت چپ ترین بيت از.  تغيير می یابد١١٠٠ به٠١٠٠

اد دودویی مقایسه کنيم ،وقتی مطلب را با اعد. تغيير یافته و سه بيت بقيه یکسانند

  .  می گردد١٠٠٠ به٠١١١ سبب تغيير هر چهار بيت ، یعنی از٨ به٧تغيير از

کد گری در کاربردهایی که رشته معمولی اعداد دودویی امکان توليد خطا دارند بکار

 ، اگر تغيير سمت راست ترین بيت از سه١٠٠٠ به٠١١١بهنگام تغيير از. می رود

کد گری. توليد می شود١٠٠١يشتر طول بکشد یک عدد ميانه ای مانندبيت دیگر ب
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این مشکل را حذف می نماید زیرا بهنگام انتقال بين دو عدد فقط یک تغير رخ می

  . دهد

نمونه ای از کاربرد کد گری هنگامی است که داده آنالوگ بوسيله تغيير پيوسته شفت

 تقسيم شده ، و به هر قطعه عددیدور شفت به قطعاتی. نمایش داده می شود

اگر قطعات مجاور بوسيله کد گری مرتبط شوند ، ابهام در. تخصيص یافته است

  . تفکيک دو ناحيه مجاور که در حال احساس شدن است کاهش می یابد

   بيتی۴کد گری) ١-۴(جدول

  کد گریمعادل دهدهی
٠٠٠٠  ٠  
٠٠٠١  ١  
٠٠١١  ٢  
٠٠١٠  ٣  
۴  ٠١١٠  
۵  ٠١١١  
۶  ٠١٠١  
٠١٠٠  ٧  
١١٠٠  ٨  
١١٠١  ٩  
١١١١  ١٠  
١١١٠  ١١  
١٠١٠  ١٢  
١٠١١  ١٣  
١۴  ١٠٠١  
١۵  ١٠٠٠  

  ASCIIکد های

در بسياری از کاربردهای کامپيوتر های دیجيتال نه تنها نياز به دستکاری روی داده

یک کاراکتر الفبا عددی عبارت از یک کد. های عددی بلکه روی حروف نيز می باشد

 حروف الفبا٢۶ رقم دهدهی ،١٠ی مربوط به عنصری از یک مجموعه که شاملدودوی

 عنصر برای۶۴ تا٣۶چنين مجموعه ای بين. و تعداد معينی از علائم مخصوص است
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در حالت اول.  عنصر با حروف بالا و پایين هر کليد دارد١٢٨ تا۶۴حروف بزرگ و یا بين

  .  نياز استبه شش بيت و در حالت دوم به هفت بيت

این کد از هفت.  استASCIIکد دودویی استاندارد برای کاراکتر های الفبا عددی

 مشخصb7 تاb1هفت بيت با.  کاراکتر استفاده می کند١٢٨بيت برای کد نمودن

 بصورتASCII درAمثلاً ، حرف. با ارزشترین بيت را تشکيل می دهدb7شده اند که

٢۶ کد شامل٩۴ دارایASCIIکد. می باشد ) ٠٠٠١سطر١٠٠ستون ( ١٠٠٠٠٠١

١٠، ) z تاa(  کاراکتر حروف کوچک٢۶، ) Z تاA( کاراکتر مربوطه به حروف بزرگ

  .است$ و* ،%  کاراکتر مخصوص چاپ نشدنی مانند٣٢و ) ٩ تا٠( عدد

  کد همينگ

.                      بيتی باشدm ی پيام  ارسالMاگر .جهت تشخيص و تصحيح خطا بکار می رود

4321: nnnnM

k12 . و از رابطه زِير تبعيت می کند تعداد بيتهای توازن که اضافه می شود −≤+ kmk

2. ...)
7654321 mmmpmpp

  

   . قرار می گيرد)2n21202 بيتهای توزان درمحلهای

  :يتهای توازن بدينصورت بدست می آيندب

7654

7632

7531

mmmP
mmmP
mmmP

⊕⊕=

⊕⊕=

⊕⊕=

محدوده بيت
  های
  پيام

  تعداد بيت های
kتوزان

2-4

  

3

5-114

12-26  5

27-576
1107

0116

1015

1103

→

→

→

→

m

m
m

m
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01107654

11117632

01017531

11011101: 421

=⊕⊕=⊕⊕=

=⊕⊕=⊕⊕=

=⊕⊕=⊕⊕=
⇒

mmmP

mmmP

mmmP
pppM

  :تشخيص خطا

  .کد خطايی از روی اطلاعات دريافتی ایجاد می شود

76544

76322

75311
124:

mmmPC

mmmPC

mmmPC
CCCC

⊕⊕⊕=

⊕⊕⊕=

⊕⊕⊕=

 مکان خطا خواهدc خطا رخ داده و مقداریC≠0طایی رخ نداده است اگر خC=0اگر

  .بود

03

201012

01

11001001100110

=

==⇒=

=

→

C
CC

C

  تشخيص و تصحيح يك خطا

98

76544

76322

975311

987654321

45

mC

mmmPC

mmmPC

mmmmPC

mpmmmpmpp
km

=

⊕⊕⊕=

⊕⊕⊕=

⊕⊕⊕⊕=

==
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  minimum distanceتعريف

 تا کدحداقل فاصله عبارتست از حداقل تعداد بيت هایی که باید در یک کد تغيير یابد

  .مجاز دیگری از همان سيستم کد گذاری به دست آید

  .M . Dکد گری        = ١

  .M . D    2421کد   = ١

 باشد و یک بيت دچار خطا شود هم قادر به تشخيص خطا و همMD = 3در صورتيکه

  .توانایی تصحيح آن را داریم

1++= dCM

d : صتعداد بيت هاي خطاي قابل تشخي  

c : تعداد بيت هاي خطاي قابل تصحيح  

به کد همينگ بيت توازن دیگری اضافه می کند که با تمام بيتهای توزان زوج برقراری

  .می کند

c  d  M
0 0 1 
0 1 2 
0 
1 

2 
1 3 

0 
1 

3 
2 4 

0 
1 
2 

4 
3 
2 

5 

0,987654321 pmpmmmpmpP  

Cا نام و توزان دیگری بp1248در مقصد که  . را ایجاد می کنند: CCCC

  09...21 pmpPP ⊕⊕⊕=

0,0خطایی رخ نداده است                                                    == PC

≠= رخ داده و قابل تصحيح                                       ایک خط  1,0 PC

≠=ل تشخيص                               دو خطا رخ داده و فقط قاب  0,0 PC

1,0 PC دچار خطا شده است                                         Pخود  ==



١  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

   تعریف اصولی جبر بول٢-١

 جورج بول روش اصولی برای منطق معرفی نمود و بدین طریق یک١٨۵۴در سال

برای تعریف. سيستم جبری را پایه ریزی کرد که امروز جبر بول ناميده می شود

 را به کار١٩٠۴هانتينگتون در جبر بول ، ما اصول فرموله شده بوسيلهلمستد

 برای تعریف جبر بول منحصر به فرد نيستند و اصول دیگری نيزاین اصول. خواهيم برد

  . در آن بکار رفته اند

(.) و(+)  همراه با دو عملگرBجبر بول یک ساختار جبری است که با عناصر مجموعه

  : باشد) اصول هانتينگتون( تعریف شده و دارای اصول زیر

١-) a ( بسته باشد(.) مجموعه نسبت به عملگر .  

    )b ( بسته باشد(.) مجموعه نسبت به عملگرد .  

٢-) a ( باشد٠برابر با(+) عنصر خنثی در مجموعه برای  .  

xxx =+=+ 00  

٣-) b (باشد١برابر( .) عنصر  خنثی در مجموعه برای  .  

xxx == .11.  

۴-) a (ددارای خاصيت جابجایی باش(+) مجموعه نسبت به .  

xyyx +=+  

)b (ای خاصيت جابجایی باشدردا(.) مجوعه نسبت به:  

xyyx ... =  

۴-) a (.) ( دارای خاصيت پخشی است(+) روی .).().().( zxyxzyx +=+

)).(().( zxyxzyx ++=+

  

)b (+) (دارای خاصيت پخشی است(.) روی .  
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Bx∈ Bx∈این عنصر(  وجود داشته باشد به ازای هر عنصر-۵ عنصری مثل

  : بطوری که) مکمل خوانده می شود

1=′+ xx

0.

)a                                   (   

)b                                   ( =′xx

B

    

yx ∈,   ازمقایسه جبرyx:  موجود باشند بطوریکهصر مانند حداقل دو عن-۶

اختلافات زیر ملاحظه می ) ميدان اعداد حقيقی( بول با ریاضيات جبری معمولی  

  :گردند

≠

این قانون برای جبر بول نيز.  اصول هانتينگتون شامل اصل اشتراک پذیری نيستند-١

  . دارد و می توان آن را برای هر دو عملگر از سایر اصول بدست آوردوجود

  :رابطه. اختلاف بعدی است(. ) و(+)  قانون توزیع پذیری-٢

)).)().( zxyxzyx ++=+

  .برای جبر بول معتبر ولی برای جبر معمولی قابل قبول نيست

 تقسيم مفهوم نخواهند جبر بول معکوس جمع و ضرب را ندارد ، بنابراین تفریق و-٣

  . داشت

 عملگرد دیگری بنام مکمل را معرفی می نماید که در جبر معمولی وجود۵ اصل-۴

  .ندارد

.  جبر معمولی در مورد اعداد حقيقی است که بی نهایت عنصر را شامل می شود-۵

 که البته تا کنون معرفی نشده اند سرو کار داشتBجبر بول با عناصری از مجموعه

 یک مجموعه دوBولی درجبر بول دو ارزشی یا دو مقداری که در زیر تعریف شده ،

  .  می باشند١ و٠عنصری است که این دو عنصر

   قضيه های اصلی و خواص جبر بول٢-٢
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مشخص ) b(و ) a(اصول هانتيگتون بصورت جفت جفت ليست و با قسمت های

بشرط اینکه عملگرها و نيزبدست آوردهر یک از این دو را می توان از دیگری. شد

این خاصيت مهم درجبر بول به اصل دوگانگی معروف. عناصر خنثی تعویض شوند

است و بيان می دارد که هر عبارت جبری منتجه از اصول جبر بول حتی با تعویض

در جبر بول دو ارزشی عناصر. عملگر ها و عناصر خنثی باز هم معتبر می باشد

 اصل دوگانگی کاربردهای فراوانی٠و١:  یکسانندBعناصر محموعهخنثی و خود

 وORاگر دو گان یک عبارت جبری ، مورد نظر باشد تنها کافی است عملگرهای. دارد

ANDها تبدیل گردند٠ها به١ ها و همچنين١ ها به٠و تعویض شده .  

  تئوری های اساسی

در سمت چپ روابط ،. ل را در بر دارد شش تئوری و چهار اصل از جبر بو)٢-١(جدول

  . شماره اصول بکار رفته نوشته شده است

  )اصول و قضایای جبر بول) ٢-١(جدول

(b) x.1 = x(a) x + 0 = x  ٢اصل  
(b) x.x = 0١=  َ x + x) a(   ۵اصل  
(b) x.x = x(a) x + x = x  ١تئوری  

(b) x .0 = 0(a) x + 1 = 1٢تئوری  
=x َ) َ(xرجعت٣تئوری   

(b) xy = yx(a) x+y=y+xجابجایی٣اصل   
(b) x (yz) = (xy)z(a) x+(y+z) = (x+y)+zشرکت پذیری۴تئوری   

(b) x+yz = (x+y)(x+z)(a) x(y+z) = xy+xzتوزیع پذیری یا۴اصل 
  پخش

(b) (xy) = x+y)(a) (x+y) = x y دمورگان۵تئوری   
(b) x(x+y) = x(a) x + xy = xجذب۶تئوری   

  

   توابع بول٢-٣

یک تابع بول.  را اختيار کند١ یا٠یک متغيير دودویی می تواند یکی از دو مقدار  

 پرانتز ها وOR، AND، NOTعبارتی است که از متغيرهای دودویی ، عملگر های
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تابع فقط میبه ازای مقادیر مفروضی از متغيرها. علامت تساوی تشکيل شده است

zxyF′مثلاً تابع بول.  باشد١ یا٠تواند =1

01

 است١ برابر باf1تابع . را در نظر بگيرید

برای.  خواهد بودF= باشد ، در غير این صورتzَ 1= وx=1، y=1بشرطی که

 بهn ها مربوط به٠ا و ه١ ترکيب از2nیک تابع بفرم جدول درستی نياز بهنمایش

) ٢-٢(از جدول.  است ، داریم١ یا٠تغيير دودویی و ستونی یکه در آن مقدار تابع برابر

-٢(در جدول.  حالت جدا می توان در نظر گرفت٨دیده می شود وکه برای سه متغير

ترکيب.  است٠١ برابر١٠١ و٠٠١ در ردیفهایxy و١، چهار ردیف آخر مساوی) ٢

  . پنج حالت وجود داردF2=١بنابراین برای. نيز داردx=١ری دلالت برآخ

  جدول درستی برای) ٢-٢(جدول

xzyxFxyyzxzyxFzyxFxyzF +′=+′+′′=′+== 4,3,21

F4  F3F2  F1  Z  y  x  

00  0  0  0  0  0  

1  1  1  0  1  0  0  

0  0  0  0  0  1  0  

1100110

1110001

1110101

0010011

0011111
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  عمليات جبری

وقتی که یک تابع بوسيله گيت منطقی. ليترال ، یک متغير با پریم یا بدون پریم است

پياده شود هر ليترال در تابع  معروف یک ورودی به یک گيت و هر جمله منطقی نيز

می نيمم کردن تعداد متغيرها و جملات ، نتيجه. توسط یک گيت ساخته می شود

  .  قطعات کمتر است دستگاهی بااش ساخت

 فعلاً ما می نيمم سازی.کاهش داد همالبته هميشه ممکن نيست که هر دو را با

را فقط به متغيرها محدود ميکنيم تعداد متغير ها در تابع بول می تواند با یک سری

اعمال جبری می نيمم گردد ، متاسفانه قوانين مشخص و معينی که تضمين کننده

تنها روش موجود سعی در کاهش مدار و تداوم این. ود نداردفرم نهایی باشد وج

عمل با استفاده از اصول اوليه ، تئوری های اصلی و هر روش عملياتی دیگری ، که

  . ضمن عمل با آنها حاصل می گردد ، می باشد

  . تابع بولی زیر را از نظر تعداد متغيرها می نيمم کنيد : ٢-١مثال

))(())()((.5

)1()1(

)(.4
)(.3

0)(.2
).(1))((.1

zxyxzyzxyx
zxxy

yzxzxy
yzxxyzzxxy

xxyzzxxyyzzxxy
yxzxyxyyzxyzyzxzyx

xyxyxyxxyxx
yxyxyxxxyxx

+′+=++′+
′+=

+′++=
′++′+=

′++′+=+′+
′+′=′++′′=+′+′′

=+=+′=+′
+=+=+′+=′+

  ۴با توجه به دو گانه بودن تابع

.  دوگان یکدیگرند و عبارت دوگانی رادر مراحل مربوط به خود بکار می برند٢ و١تابع

چهارمين تابع.  بحث شده در قبل را نشان می دهدF4,F3 هم ارزی توابع٣تابع

ترافزایش در تعداد متفيرها گاهی اوقات سبب سادههروشنگر این واقعيت است ک



٦  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

 مستقيماً ساده نشده است ولی با استفاده۵۴تابع. گرددشدن عبارت نهایی می

  .  می تواند حاصل گردد۴از دوگان مراحل رمربوط به تابع

  مکمل یک تابع

 ها در٠ ها به١ها و١ ها به٠ که با تعویضF تابعی است مانندَ Fمکمل یک تابع

ممکن است با استفاده از تئوری دمورگانمکمل یک تابع.  حاصل می گرددFمقدار

ليست شده) ٢-١(زوج قوانين دمورگان برای دو متغيير  در جدول. نيز بدست می آید

. تئوری های دمورگان قابل تعميم برای سه متغير و یا بيشتر از آن نيز هستند. اند

 بکار رفتهاصول و تئوری های. فرم سه متغير تئوری اول دمورگان در زیر آمده است

  . آورده شده اند) ٢-١(همان همایی هستند که در جدول

)()(                       B + C = Aبا فرض ′+=′++ XACBA  

=′XAدمورگان        ) a (-۵با توجه به تئوری ′  

).( ′+′ =B + C = X                 CBAبا جایگزینی

CBA ′′′=   شرکت پذیری           ) a (-۴به تئوریبا توجه

تئوری های دمورگان برای هر تعداد از متغير ها ابتد به شکل دو متغيره در آمده و

سپس با جایگزینی های متوالی ، مشابه با آنچه در فوق دیده شد ، نتيجه نهایی

  .حاصل می گردد

  . عموميت داده شونداین تئوریها می تواند به صورت زیر

FDCBAFABCD
FDCBAFDCBA
′++′+′+′+′=′
′′′′′=′+++++

...)...(
...)...(

فرم های کلی تئوری دمورگان بيان می کند که مکمل هر تابع با تعویض عملگرهای

ANDو ORو مکمل نمودن هر متغير حاصل می شود  .  



٧  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

zyxzyxFyzzyxF ′′+′′=+′′= 1,)(2
مکمل توابع : ٢-٢مثال  .  را بدست آورید

مکمل ها بفرم زیر حاصل می. لازم باشد بکار ببریدتئوری دمورگان را هر چند بار که

  گردند

))((

).()())(])([2

))(())(()(1

zyzyx

yzzyxyzzyzyxyzzyxF

zyxzyxzyxzyxzyxzyxF

′+′++′=

′′′′+′=′+′′+′′+′=′+′′=′

′+++′+=′′′′=′′′+′′=′

روش ساده تری برای بدست آوردن مکمل یک تابع این است که ابتدا دوگان آنرا

این روش با توجه به فرم کلی. بدست آورده و سپس متغيرهایش را مکمل نمایيم

اشته باشيد که دوگان یک تابع با تبدیلبخاطر د. تئوری دمورگان نتيجه می شود

  .  ها به یکدیگر بدست می آید٠ ها و١ وتبدیلOR وANDعملگر

 را باتوجه به دوگان آنها و مکمل کردن٢-٢مثالF2 , F1مکمل های توابع : ٢-٣مثال

  . هر متغير بدست آورد

zyxzyxF ′′+′′1.1

) برابر است باF1دوگان تابع ))( zyxzyx +′+′′++′

1))((

  

Fzyxzyx پس  از مکمل کردن هر متغير داریم  +′+++′=′

.)(2.2 yzzyxF +′′=  

))(( zyzyx  برابر است باF2دوگان تابع  +′+′+

2))(( Fzyzyx ′=′+′++′   پس از مکمل کردن هر متغير داریم

  



٨  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

   حالات متعارف و استاندارد٢-۴

حال. ظاهر شود ) xَ (یا مکملش ) x(است بفرم معمولییک متغير دودویی ممکن

.  با یکدیگر ترکيب شوندAND بوسيله عملگرy وxفرض کنيم که متغيرهای دودویی

چون  هر متغير ممکن است به هر یک از دو شکل فوق ظاهر گردد چهار ترکيب برای

yxyxyxآن دو متغير وجود دارند ′′′′ ,,`xy

12 −n

هر یک از این چهار جمله نشان .  و  

بروشی. بوده و مينترم ناميده می شود) ٢-١(دهنده یک ناحيه در دیاگرام ون ، شکل

برای سه متغير) ٢-٣( متغيير می تواند روشی مشابه یا آنچه در جدولnمشابه ،

 متغير در زیر ستونn برایاعداد دودویی از صفر تا  . حاصل شده بدست آیند

 متغيرn رویANDهر مينترم از اجزای عملگر. متغير ها در جدول نوشته می شوند

 بدون پریم١ با علامت پریم و با مقدار٠بدست می آید و هر متغير در آن با مقدار

هی معادل دهدj آورده شده است کهmjسمبل مينترم نيز درجدول بفرم. خواهد بود

  . جمله مربوطه می باشد

  مينترم و ماکسترم ها برای سه متغيير دودویی) ٢-٣(جدول

    مينترم    ماکسترم
  zy  x  جمله  علامت    جمله  علامت

M0zyx ++    m0zyx ′′′  000

M1  zyx ′++    m1  zyx ′′  
100

M2zyx +′+    m2zyx ′′  010

M3  zyx ′+′+    m3  yzx′  
110

M4zyx ++′    m4zyx ′′  
001

M5zyx ′++′    m5  zyx ′  
101

M6zyx +′+′    m6zxy ′  
011

M7zyx ′+′+′    m7  xyz  111



٩  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

، که هر یک می توانند با پریم و یا بدونOR متغير در یک جملهnبطریق مشابهی

 ترکيب ممکن را ایجاد می نمایند که هر یک از آنها ماکسترم ناميده2nپریم باشند ،

) ٢-٣(هشت جمله ماکسترم مربوط به سه متغير با سمبل آنها درجدول. می شود

هر.  متغير مشابهی تعيين می شوندnبرایجمله ماکسترم2nهر. ليست شده اند

 متغير دارای متغير های بدون پریم استn مربوط بهORماکسترم از یک جمله

 باشد در اینصورت آن١ باشند ولی هر گاه مقدار متغير٠بشرطی که آن متغيرها

توجه داشته باشيد که هر جمله ماکسترم. متغير پریم دار نمایش داده می شود

  .مينترم مربوطه اش می باشد و بالعکسمکمل

یک تابع بول می تواند با استفاده از جدول درستی بفرم جبری با در نظر گرفتن مينترم

.  روی آنها تشکيل گرددOR است و اجرای عملگر١هایی که تابع به ازای آنها برابر

 را بفرم١١١ و١٠٠ و٠٠١بدین طریق معين می شود که) ٢-۴( در جدولF1مثلاً تابع

zyxzyx ′′′ چون هر یک از این. س با یکدیگر ترکيب کنيمپاده و س د نشانxyz و,

  :  است باید رابطه زیر را داشته باشيم١مينترم ها برابر

7411 mmmxyzzyxzyxf ++=+′′+′′=   

  :بطور مشابه بسادگی می توان نشان داد که

76532 mmmmxyzzyxyzxf +++=+′+′=   

هر تابع: ان دهده یک خاصيت مهم جبر بول می باشند که عبارتست ازاین مثالها نش

حال. بيان شود)  استORدر اینجا بمعنی( بول می تواند بصورت مجموع مينترم ها

این مکمل را می توان با استفاده از جدول.مکمل یک تابع بول را در نظر بگيرد

 رویOR هستند و اعمال عملگرد٠وبکارگيری جملات مينترم که در جدول برای تابع

  .  برابر خواهد بود باf1لذا مکمل تابع. آنها بوجود آورد



١٠  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

zxyzyxyzxzyxzyxf ′+′+′+′′+′′′=′1    

  .  خواهد شدf1را پيدا کنيم نتيجه همان تابعf1اگر ما مکمل

6.. 53.2.0

))()()()((1
MMMMM

zyxzyxzyxzyxzyxf
=

+′+′′++′′+′++′+++=
  

   :  را با توجه به جدول می توان نوشتf2بطور مشابه عبارت مربوط به

4.. 21.0

))()()((2
MMMM

zyxzyxzyxzyxf
=

++′+′+′++++=
  

یعنی هر تابع می تواند. این مثالها بيانکر دومين خاصيت مهم جبر بول می باشند

)  می باشدANDحاصلضرب به معنی اعمال عملگرد( بصورت حاصلضرب ماکسترم ها

روش بدست آوردن مستقيم حاصلضرب ماکسترم ها با استفاده از. نوشته شود

ابتدا جملات ماسکترمی که از ترکيب متغيرها تشکيل شده:  استجدول ربطریق زیر

 روی تمامAND می نماید انتخاب شده و سپس با اجرای عملگر٠و برای تابع توليد

هر گاه توابع بول بصورت مجموعمينترم ها یا. آنها می توان به نتيجه مورد نظر رسيد

  . ف می باشندحاصلضرب ماکسترم ها در آیند گویند به شکل متعار

  مجموع مينترم ها

 مينترم مستقل بدست آورده و هر تابع بول را2n متغيرnقبلاً گفته شده که برای

تابع بول از مجموع مينترم هایی که مقدارشان. ميتوان بصورت محموع آنها بيان کرد

ا ی١چون مقدار هر مينترم می تواند.  است تشکيل می گردد١در جدول درستی برابر

گاهی اوقات بهتر است که تابع را بصورت مجموع مينتم ها نشان. 2n باشد و نيز٠

چنانچه تابع به این شکل نباشد می توان آن را با اجرای اعمال زیر بفرم مورد نظر. داد

 شده را بدست می آوریم و سپس جملات را از  ANDابتدا مجموعه جملات. در آورد



١١  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

در صورت عدم وجود برخی. ورد بازرسی قرار می دهيمنظر وجود کليه متغير ها م

 یکی از متغيرهاییxکه.  کردAND و غيرهx+xمتغيرها ، باید آنها رادر عباراتی مانندَ 

  :مثال زیر مطلب را روشن ميکند. است که در جمله وجود ندارد

CBAF تابع : -٢-۴مثال  .  دهيد را بصورت مجوع مينترم نشان=+′

  در اولين جمله دو متغير وجود ندارد ، بنابراین.  می باشدA,B,Cتابع دارای سه متغير

ABABBBAA ++′+= )(  

  . هنوز هم یک متغير کسر است

CBACBACABABC
CCBACCABA

′′+′+′+=
′+′+′+= )()(

CB′جمله دوم  .  یک متغير کسر دارد

CBACBAAACBCB ′′′+′=′+′=′ )(

  نتایج فوق داریماز ترکيب

CBACBACBACBACABABC
CBAF

′′+′+′′+′+′+=
′+=

CBA ′)( xxx +=  می تواناز طرفی ،١ دوباره تکرار شده است و بر طبق تئوری 

با مرتب نمودن مينترم ها بترتيب صعودی چنين نتيجه می. یکی از آنها را حذف کرد

  . شود

76541 mmmmm
ABCCBACBACBAF

++++=
+′+′′+′′=

ی که تابع بول بفرم مجموع مينترم ها است مناسب تر است تا آن بفرم خلاصههنگام

  . زیر نشان دهيم
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∑= )7,6,5,4,1(),,( CBAF

حروفی که در داخل پرانتز.  روی جملات استOR به معنی اجرای عملگر∑سمبل

لات مينترم و جمع آنهاقرار دارند ليست متغيرهای بکار رفته را بهنگام تشکيل جم

روش دیگری برای تشکيل مينترم های تابع بول تهيه جدول درستی. معين می کنند

تابع. تابع مستقيماً از عبارت جبری است که از روی آن مينترم ها خوانده می شوند

  :  را در نظر بگيرد٢-۴بول مثال

CBAF ′+=   

 از عبارت جبری با هشت ترکيب دودویی متغيرمستقيماً) ٢-۵(جدول درستی شکب

1,01 حاصل می شود که برای مينترم هایی که در آنهاA , B , Cهای == ABC

n22

))((

را کهسپس با توجه به حجدول درستی پنج مينترم تابعی.  قرار می دهيم١باشد

  . می باشند می خوانيم٧،۴،۵،۶،١

  

  ضرب ماکسترم ها

 متغير را همچنين می توان بصورت حاصلضربn تابع متشکل ازهر یک از

.  را تشکيل دادORبرای چنين فرمی باید اول جمله های. ماکسترم ها بيان داشت

zxyxyzxذیری÷این عمل را می توان با استفاده از قانون توزیع  نيز+=++

این روش با.  می شودxx، OR باOR در هر جملهسپس هر متغير غایب. انجام داد

  :مثال زیر واضحتر خواهد شد
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CBAF جدول درستی برای) ٢-۵(جدول  =+′

FC  B  A  
٠  ٠  ٠  ٠  
٠  ٠  ١  ١  
٠  ١  ٠  ٠  
٠  ١  ١  ٠  
١  ٠  ٠  ١  
١  ٠  ١  ١  
١  ١  ٠  ١  
١  ١  ١  ١  

  

zxxyF ′+=   : حاصلضرب ماکسترم بنویسيد را بصورتتابع : ٢-۵مثال

  : در می آوریمORابتدا با استفاده از قانون توزیع پذیری تابع را به صورت جملا

))()((
))()()((

))((

zyzxyx
zyzxxyxx

zxyxxyzxxyF

+++′=
++′+′+=
+′+=′+=

  .بنابراین.  فاقد یک متغير استORهر جمله.  استz,y,xتابع دارای سه متغير

))((
)6)((

))((

zyxzyxxxzyzy
zyxzyxyyzxzx
zyxzyxzzyxyx

++′++=′++−=+
+′++=′++=+

′++′++′=′++′=+′

  : که بيش از یکبار تکرار شده اند خواهيم داشتبا ترکيب عبارت فوق و حذف آنهایی

5420

))()()((
MMMM

zyxzyxzyxzyxF
=

′++′++′+′+++=

  : روش مناسب تری برای نمایش تابع بقرار زیر است

)5,4,2,0(),,( ∏=zyxF
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 بيانگر حاصلضرب ماکسترم ها می باشد و اعداد ، شماره جملات∏سمبل ضرب ،

   .ماکسترم را مشخص می سازد

  تبدیل فرمهای متعارف به یکدیگر

وع منيترم ها نشان داده شده برابر است با مجموعممکمل یک تابع که بصورت مج

زیرا تابع اصلی از جملات مينترمی. مينترم هایی که در فرم اصلی تابع وجود ندارد

تی می نماید ، در حاليکه مکمل آن تابع به ازای جملا١تشکيل شده که تابع را برابر

بعنوان مثال تابع زیر را در نظر.  می باشد٠ است که تابع اصلی به ازای آنها١برابر

  : بگيرید

)7,6,5,4,1(),,( ∑== CBAF   

  : مکل این تابع به شکل زیر است

∑ ++==′
320

)3,2,0(),,( mmmCBAF   

F را با توجه به تئوری دمورگان بدست آوریم فرم جدیدی برای`Fحال ، اگر مکمل

  .  آیدبدست می

)3,2,0(3203.2.0)320 ∏===++= MMMmmmmmmF  

با توجه به جدول. می باشد) ٢-٣(آخرین تبدیل در رابطه فوق نتيجه تعاریف جدول

  . درستی رابطه زیر مسلم است

jMjm =′  

 است وس مکمل جمله مينترم با همان اندیjیعنی ، جمله ماکسترم با اندیس

  .بالعکس
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 تابع بصورت مجموع مينترم ها بيان شده به معادل آن کهآخرین مثال ، تبدیل یک

بحث مشابهی نشان می. بصورت حاصلضرب ماکسترم ها است را بيان می دارد

حال. دهد که تبدیل حاصلضرب ماکسترم ها به مجموع مينترم ها بطریق فوق است

  : یک روش کلی را برای تبدیل بيان می کنيم

را با یکدیگر عوض نموده  ∏ه دیگری سمبل هایبرای تبدیل یک فرم متعارف ب

برای یافتن جملات. ست می نمایيميو جملاتی که در تابع اصلی وجود ندارد را نيز ل

2گم شده باید بياد بياوریم که تعداد کل جملات

∑,

nاست که در آن nتعداد متغيرها در 

  .تابع است

ش تبدیل متعارف قابلوری بوسيله جدول درستی و ریک تابع بول بفرم عبارت جب

  : مثلاً عبارت بول زیر را در نظر بگيرید. تبدیل به ضرب ماکسترم ها است

  zxxyF ′+=

 از ترکيبF های زیر ستون١) . ٢-۶(ابتدا جدول درستی را بدست می آوریم ،شکل

درستی مينترم های تابع از روی جدول حاصل می شودxz=01 وx=11متغيرها با

  تابع بر حسب مينترم ها برابرست با . ١،٣،۶،٧عبارتند از

∑= )7,6,3,1(),,( zyxF   

چون جمعاً هشت مينترم یا ماکسترم در یک تابع سه متغيره وجود دارد ، ما جملات

تابع بر حسب ضرب . ۵ و۴ ،٢ ،٠غير موجود در فوق را می یابيم که عبارتند از

  .  شدماکسترم ها چنين خواهد

)5,4,2,0(),,( ∏=zyxF

  . دیدیم٢-۵این همان مثالی است که در مثال
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zxxyF جدول درستی برای) ٢-۶(جدول  =+′

fz  y  x  
0  0  0  0  
1100
٠٠١٠
٠  ١  ١  ١  
١  ٠  ٠  ٠  
١  ٠  ١  ٠  
١  ١  ٠  ١  
١  ١  ١  ١  
  فرم های استاندارد

کس می تواند با توجه بهی ابتدایی هستند که هردو فرم متعارف جبر بول ، فرم های

داقل متغيرهاحاین فرم ها معمولاً دارای. تی به آنها دسترسی پيدا کندجدول درس

نيستند ، زیرا هر مينترم یا ماکسترم بایستی بنا به تعریف دارای تمام متغيرها اعم از

در.  فرم استاندارد استراه دیگری برای بيان تابع بول ،. مکمل و غير مکمل باشند

این فرم ، جمله هایی که تابع را تشکيل می دهند ممکن است یک يا دو یا هر

یکی جمع. وجود دارددو نوع فرم استاندارد.تعدادی از متغيرها را داراباشند

  .حاصلضرب ها و دیگری ضرب حاصل جمع ها

 با نام جملات (ANDها ، یک عبارت بول است که شامل جملاتجمع حاصلضرب

 رویORکلمه جمع دراینجا به معنی عملگر.از یک یا چندمتغير می باشد)حاصلضرب

  . این جملات است

  :مثالی از این نوع بقرار زیر می باشد

zyxxyyF ′′++′=1

جمع آنها در واقع. عبارت دارای سه جمله حاصلضرب از یک ، دو و سه متغير است

هر جمله هر تعداد متغير را ممکن. که جمع ناميده می شوند استORاجرای عمل



١٧  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

مثالی از یک تابع که بصورت.  روی آنها استANDضرب بيانگر عملگر.است دارا باشد

  : ضرب حاصل جمع ها بيان شده عبارتست از

))((2 wzyxzyxF +′++′+′=

ضرب آنها در واقع. این عبارت به ترتيب دارای سه جمله ، با یک ، دو چهار متغير است

 با ضرب وANDکاربرد کلمه ضرب و جمع بيانگر شباهت.  می باشدANDاجرای عمل

  .  با جمع در حساب می باشدORعملگر

  :بعنوان مثال تابع. یک تابع بول ممکن است بفرم غير استاندارد نيز بيان شود

))((3 DCBACDABF ′′+′′+=   

البته می توان. ل ضرب حاصل جمع ها استنه بشکل جمع حاصلضرب ها و نه بشک

  :با استفاده از قانون توزیع پذیری آن را بفرم استاندارد در آورد

DCABCDBAF ′′+′′=3

   گيت های منطقی دیجيتال٢-۵

زیرا اینگونه. مدارهای دیجيتال الکترونيکی ، مدارهای منطقی نيز ناميده می شوند

بی ، توليد کننده یک سری اعمال منطقی میمدارهای در مقابل ورودی مناس

هر گونه اطلاعات محاسباتی یا کنترلی مورد نظر را می توان با عبور سيگنال. باشند

های دودویی از ميان دسته های متفاوت مدارهای منطقی مورد استفاده قرار داد ،

.  کندکه هر سيگنال نشان دهنده یک متغير بوده و یک بيت از اطلاعات راحمل می

 را اجرا می کند به همراهNOT وOR وANDمدارهای منطقی که اعمال منطقی

این مدارها که گيت ناميده. نشان داده شده اند) ٢-١(سمبل های مربوطه در شکل

می شوند بلوکهای سخت افزاری هستند که با ورودی منطقی مناسبی در خروجی



١٨  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

يد که چهار نام مختلف برای این مدارهاتوجه کن.  منطقی توليد می کنند١ یا٠خود

مدارهای دیجيتال ، مدارهای سوئيچينگ ، مدارهای منطقی و گيت. بکار رفته است

همه این اساس بطور گسترده ای استفاده ميشوند ولی بهتر است ما این. ها

 گاهی مدار وارونگر یا معکوس کننده نيز ناميده میNOT وOR وANDمدارهای را

  .یرا سيگنال دودویی را معکوس می کندشود ز

  x Z=x+y Z=x.y x
yy   

ورANDگيت) الف( ورودیORگيت) ب(  ودی دو    دو

  َxA

C  
B

xF=ABC
  

 )واروگر( برای معکوس کردنNOTگيت)پ(

ورودیANDگيت) ت(    سه

  

G=A+B+C+D

ورودیORگيت)ث(    چهار

A
B
C
D

  

  

NOTوNAND،NORگيتهای): ٢-١(شکل

  

مُی توانند) ٢-٢( در گيت هایی با دو ورودی ، طبق شکلY وXسيگنال های ورودی

این سيگنال های ورودی به.  باشند١١ ،١٠ ،٠١ ،٠٠به یکی از چهار حالت ممکن

نشان) ٢-٢( در شکلOR وANDشان برای گيت هایهمراه سيگنال های خروجی  

پاسخ هر مدار را به هر یک از چهار ترکيب) ٢-٢(نمودار زمانی شکل. داده شده اند

 از مقایسهNOTدليل انتخاب نام وارونگر برای گيت. ممکن ورودی نشان می دهد

. ودبخوبی آشکار می ش) خروجی وارونگر ( Xو) ورودی وارونگر ( Xپالس



١٩  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

 باANDیک گيت.  ممکن است بيش از دو ورودی داشته باشندOR وANDگيت های

-١( با چهار ورودی در شکلOR با سه ورودی و یک گيتANDسه ورودی و یک گيت

 سه ورودی ، بشرطی در خروجی خود دارایAND گيت. نشان داده شده اند) ٢

 با چهار ورودیOR گيت. منطقی است٠ منطقی باشد ، خروجی گيت١پاسخ

 منطقی باشد و١ منطقی است بشرطی که حداقل یک  ورودیها ،١دارای خروجی

  .  منطقی خواهد بود٠ منطقی باشند خروجی٠اگر همه سيگنال های ورودی

این. فرم ریاضی منطق دودویی ، اغلب جبر بول و یا جبر سوئيچينگ خوانده می شود

. ه های پيچيده در مدارهای دیجيتال استفاده می گرددجبر برای تشریح عمليات شبک

طراحان سيستمهای دیجيتال از جبر بول برای تبدیل اشکال مدارها به عبارت جبری و

  . بالعکس استفاده می کنند

0       01 1       0   x 

01        1y 0             0   

  
0       010 AND : x.y   

  1          1         1 00 
OR : x+y 

NOT : xَ   1         10         01 

  

  )٢-١(از شکل) پ) (ب) (الف(  خروجی برای گيت های–سيگنالهای ورودی) ٢-٢(شکل

ان گيت های استاندارد در طراحی سيستم های دیجيتالبعنو یعنییی دیگرگيتها

  NAND، NOR، XOR، XNOR :این گيتها عبارتند از.بکار می روند

 .  



٢٠  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

 که بدنبال آن دایرهAND می باشد و متشکل از یک سمبلAND ، مکملNANDتابع

 کهOR بوده و بوسيله سمبلOR مکمل تابعNORتابع. کوچکی قرار گرفته است

 بسادگیNOR وNANDگيت های. بال آن دایره کوچک نمایش داده می شودبدن

توليد بوده و می توان براحتی توابع بول را با آنهابوسيله مدارات ترانزیستوری قابل

  .پياده نمود

 می باشد ، بجز یک خط منحنی که در سمتOR دارای سمبل مشابهی باXORگبت

 است و لذا یک دایره کوچکXOR مکملXNORگيت. ورودی اش کشيده شده است

  .اضافی در سمت خروجی سمبل آن وجود دارد

x 

y y

x   
)( ′xy)( ′+ yx

  
  NANDگيت)الف(
  NORگيت) ب(  

y 
X yxF Θ=

XNORگيت)ت(

y
X yxF ⊕=

XORگيت) پ(

  NAND، NOR، XOR، XNORگيت های) ٢-3(شکل

  گسترش ورودی گيت ها

گيت های نشان داده شده بجر معکوس کننده و بافر ، قابل گسترش به حالتی بيش

ویی ارائه شده بوسيله آنها خواصاز دو ورودی هستند بشرط اینکه عمل دود

 که در جبر بول تعریفOR وANDاعمال. جابجایی و شرکت پذیری را داشته باشد

  : داریمORبرای تابع. شدند دارای این دو خاصيت هستند

xyyx +=+   جابجایی                         



٢١  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

zyxzyxzyx ++=++=++ و شرکت پذیری                       )()(

 قابل گسترش بهORاین روابط  بيانگر آنند که ورودی قابل تعویض بوده و بنابراین تابع

  . سه متغير و بيشتر است

 خاصيت جابجایی دارند و ورودی گيت آنها قابل گسترش است ،NOR وNANDتوابع

،NANDمشکل این است که عملگرهای. بشرط اینکه تعریف عمل آنها تصحيح شود

NORیعنی.  شرکت پذیری نيستند :  

)()( zyxzyx ↓↓≠↓↓

  :داریم   ) ٢-4( زیرا طبق شکل

zxyxzyxzyxzyx

zyzxzyxzyxzyx

′+′=+′=′′++=↓↓

′+′=′+=′+′−=↓↓

)(])([)(

)(])[()(   

x 
y 

xzyx +=↓↓ ()(

z 

y 

z 

()( yxzyx +′=↓↓
x   

  

  

  

  

)()(  ،NORنمایش شرکت پذیر نبودن) ٢-4(شکل zyxzyx ↓≠↓↓



٢٢  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

ORچند ورودی را بعنوان مکمل ) NOR) NAND گيت هایلبرای غلبه براین مشک

)AND ( آن تعریف می کنيم ، بنابراین داریم:  

)(
)(

′=↑↑
′++=↓↓

xyzzyx
zyxzyx

نشان داده شده) ٢-5(سمبل های گرافيکی برای گيت های سه ورودی در شکل

 بایستی پرانتزها بفرم صحيح انتخابNAND وNORدر نوشتن متوالی اعمال. اند

-5( این مطلب مدار شکلبرای نمایش. شوند ، تا بيانگر ترتيب صحيح گيت ها باشند

  : تابع بول برای این مدر بایستی بفرم زیر نوشته شود. راملاحظه کنيد) پ-٢

DEABCDEABCF +=′′′= ])()[(

این رابطه همچنين بيانگر آنست. دومين عبارت از رابطه دمورگان نتيجه شده است

  . استNANDکه جمع حاصلضرب ها قابل پياده شدن بوسيله گيت ها

 هر دو دارای خواص جابجایی و شرکت پذیری بوده ، ورودیXNOR وXORگيت ها

 با چند ورودی ، ازXORمعهذا مدارهای. شان قابل توسعه به بيشتر از دو می باشد

در واقع حتی  فرم دو ورودی آن نيز معمولاً از.يستندننقطه نظر سخت افزاری متداول

ن تعریف این توابع بایستی بهنگامعلاوه بر ای. سایر گيت ها ساخته می شود

 یک تابه فرد است یعنی هرگاه ورودی هاXORتابع.گسترش ورودی آنها تصحيح گردد

 باXORساختمان یک گيت.  خواهد بود١ را دارا باشند این تابع برابر١تعداد غردی

این مدار معمولاً با گيت های دو ورودی.دیده می شود) ٢-۶(سه ورودی در شکل

فرم گرافيکی آن را با گيت سه ورودی نيز می توان نشان) الف(شکل. تهيه می گردد

Fبطور آشکار مشخص می نماید که خروجی) پ( جدول درستی در) داد ، شکل ب



٢٣  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

به بيان.  خواهد بود ، اگر فقط یکی از ورودی ها و یا هر سه ورودی برابر باشد١برابر

  . است١ مساویFفرد است ها درورودی١دیگر وقتی تعداد

 ها در ورودی٠یعنی هرگاه تعداد.  یک تابع زوج استNORاضافه می نماید که تابع

  .  است١زوج باشد این تابع مساوی

  

  

   پشت سر هم و چند ورودیNOR وNANDگيت های) ٢-5(شکل

  

  

  

  

  

  

  

y 
z 

)( ′++ zyx

ورودیNORگيت)ب(  سه

C 

A
B 

DEABCDEABCF +=′′′= ]).()[(

E 
D )گيت های متوالی)پNAND

y 
X 

zyxF ⊕⊕=
Z 

ورودیبا گيت ها)الف( ی دو

z 

X 
zyxF ⊕⊕=y 

y
z

)( ′xyz

ورودیNORگيت)الف(  سه

xx 

ورودی) ب( یک گيت سه
  

   ورودیسهXORگيت) ٢-۶(شکل



٢٤  جبر بول و گيت های منطقی: فصل دوم

  منطق مثبت و منفی

نال دودویی در ورودی یا خروجی هر گيت یکی از دو مقدار را بجز در حالت گذرا ،سيگ

چون دو.  را نمایش می دهد٠- و دیگری منطق١-یک مقدار سيگنال منطق. دارد

مقدار سيگنال متعلق به دو ارزش منطقی است ، لذا دو انتساب متفاوت برای دو

 برای نمایشHانتخاب سطح بالاتر) ٢-٧(ارزش منطقی می توان اختيار کرد ، شکل

، سيستم منطق مثبت را معرفی می نماید و) الف-٢-٧( مطابق شکل١منطق

  .١ بعنوان منطقLانتخاب سطح پایين

مقدار سيگنال  مقدار منطقیمنطقیمقدار   مقدار سيگنال
  HH

١ 

٠ ٠   

  ١ LL

منطق مثبت)الف(منطق منفی) ب(
  

  علامت دامنه سيگنال و نوع منطق) ٢-٧(شکل
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